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1. Zeitabhingigkeit und Tunneleffekt im H;‘ Molekiilion

Wir betrachten ein H;r Molekiilion und wollen die zeitliche Evolution eines Zustandes
untersuchen. Wir verwenden die beiden LCAO Ansétze ¥y = Cy (14 £1p) wie in der
Vorlesung aufgezeigt, mit ¢4 p der H-Atom Wellefunktion auf Atom A, B.

2)

Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass das Uberlappintegral S < 1 ist. Was be-
deutet dies physikalisch? Schreibe die normierten Wellenfunktionen unter Beriick-
sichtigung von S <« 1 auf.

Unter Vernachlédssigung des Kern-Kern Abstossungsterms und mit S < 1 ist die
Energie des Elektrons K+ = —Ry+C+ D, wobei C und D das Coulomb- und das
Austauschintegral sind. Wir fithren Awg = —Ry + C und hwp = 2D ein. Finde
die Wellenfunktionen Wy des zeitabhéngigen Schrodingerproblems

—— =HV,, (1)
unter Verwendung von wg und wr.

Aus diesen zeitabhéingigen Wellenfunktionen l&sst sich ein sogenanntes Wellen-
paket U durch Uberlagerung gewinnen:

U(r,t) =di 0y + dy¥_ (2)

Zeige, dass auch ¥ die zeitabhingige Schrodingergleichung 16st. (Uberlagerungs-
prinzip)

Wie muss man die Koeffizienten d; und ds zur Anfangszeit ¢ = 0 wahlen, dass
dann das Elektron im Zustand ¥ gerade auf Atom A (im Zustand 14) ist.

Schreibe nun die zeitabhéingige Wellenfunktion W(¢) mit obiger Anfangsbedin-
gung hin. Berechne und skizziere die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons
auf Atom A, B als Funktion der Zeit. Beschreibe die Elektronbewegung.

Skizziere das Potential, welches das Elektron aufgrund der Kerne A und B ein-
wirkt, auf der Achse die durch die Kerne geht. Trage auch die Energien der
Losungen ¥y, ¥(t) und die H-Atom Bindungsenergie ein.



2. Grenzwerte im H;r Molekiilion*

Mit dem LCAO Ansatz und nach Subtraktion des Kern-Kern Termes kénnen die Eigen-
werte im H2+ geschrieben werden als:
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a) Was ist die physikalische Bedeutung von limp_,q €

b) Welchem Atomaren Zustand entspricht R — 0 beim H; Molekiil? Und was fiir
eine Energie hat dieser Zustand?

c¢) Berechne limp_,oé;. Vergleicht man das mit dem erwarteten Wert fiir €, (siehe
b), was lisst sich daraus iiber die LCAO Néaherung im Limes R — 0 sagen?

d) Fiir die antisymmetrische Losung e_ bedeutet der Limes limg .o , dass ¢ —
0 und (1 —S) — 0. Wie gross ist limp_[C — D]? Wir nehmen an, dass
limp_,o {%} einen endlichen Wert hat.

e) Was folgt jetzt fiir limp_g€é_7
f) Wie gross ist limp_.o [C/(1 £ S5)]?
g) Wie gross ist limp .o (C' £ D)/(1 £ 95)7

h) Was ist das exakte Resultat (d.h. keine LCAO Né#herung)? Vergleich? Was lésst
sich iiber die LCAO N#herung im Limes R — oo sagen?

Weil limg_,oo D < 0, konnte man jetzt vermuten, dass limg o [E — EO] = 0F fiir ¥4
und dass es deshalb jedenfalls fiir ¢4 ein Minimum mit £ — E° < 0 gibt, d.h. einen
gebundenen Zustand. Dies lasst sich durch explizite Berechnung bestétigen.



3. Einfluss des Elektronspins

Im Allgemeinem versucht man die Schrédingergleichung eines Molekiils mittels einer
Linearkombination von molekularen Orbitalen zu lésen. Das bedeutet fiir die Orts-
wellenfunktion des Wasserstoffmolekiils eine Linearkombination einerseits der Konfi-
guration ¢,(71)¢p(72) mit Elektron 1 auf Proton a und Elektron 2 auf Proton b, und
anderseits der Konfiguration ¢, (7 )¢, (7 ) mit Elektron 2 auf Proton a und Elektron 1
auf Proton b, d.h.

Y(71,72) = N[¢a(T1)Pp(72) £ da(72)Pp(71)], (7)

wobei N ein Normierungsfaktor ist. Auf &hnliche Weise kann man die Spinfunktion als
eine Linearkombination von einerseits Elektron 1 mit Spin o4 und Elektron 2 mit Spin
o, und anderseits Elektron 2 mit Spin o4 und Elektron 1 mit Spin op schreiben. o 4
und op kénnen beide die Werte up und down, bzw. o und 3 annehmen. Es folgt dann

0(1,2) = M[oa(1)op(2) £ 04(2)op(1)]. (8)

M ist ein Normierungsfaktor.

(a) Zeige, dass es 4 mogliche Gesamtwellenfunktionen W(i,72) = (7, 7)0(1,2)
gibt. Welche sind vom Pauliprinzip her erlaubt?

(b) Leite aus den erlaubten Gesamtwellenfunktionen die Singlet- und Tripletzusténde
der Elektronenspins her.

(¢c) Welcher Zustand hat im Wasserstoffmolekiil die tiefste Energie?



