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1. Matrixbeschreibung des Wasserstoffmolekiilions *

Betrachte ein HJ -Ton mit der Wellenfunktion v (7). 7" ist die Position des Elektrons. Be-
findet sich das Elektron bei Proton 1, so habe es die Wellenfunktion ¢4 (7), entsprechend
bei Proton 2 die Wellenfunktion ¢o(7). Wir schreiben ¢ (7) als Linearkombination der
molekularen Orbitale ¢1(7) und ¢2(7), also ¥(7) = a1¢1(7) + az¢2(7), und berechnen
den Erwartungswert der Energie E = [ ¢*(#)H1(r)dV. Ausschreiben liefert:

E = /aiqﬁ’{(F)Hm%(F)dVJr/CLWT(F)H@@(WCZV
+ / a63(7) Hay b (F)dV + / a3 (F) Haseo(F)dV (1)

* * * *
=aja1Hy1 + ajasHia + asa1 Hay + aja2Hag,

wobei wir verwendet haben, dass a; und as Konstanten sind und H;; =
[ ¢5(F)He;(7)dV. In Matrixschreibweise ergibt dies:
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(a) Wenn die Distanz zwischen den Protonen d gross ist, kann das Elektron nicht von
Proton 1 zu Proton 2 hiipfen. Was bedeutet dies fiir H? Was sind die Eigenwerte

und Eigenvektoren von H?

Fiir kleines d ist das Austauschintegral zwischen ¢1(7) und ¢o(7) nicht null. Wir defi-

nieren:

b= Hyy = / 61 (7 Hon (F)dV = / 037 H o (V. = Hyy (3)
Ei=Hi = / (P H ) (F)AV (4)
Ey = Hy = / 637 Hon()dV (5)

Weil beide Atome identisch sind, gilt Fy = Es = Ey. Fiir das H;—Molekiﬂ ist ¢t > 0,

und es wurden reelle Wellenfunktionen angenommen.



(b) Wie sieht nun H aus, und was sind seine Eigenwerte und Eigenvektoren? Was
ist die physikalische Bedeutung der gefundenen Eigenwerte?

2. Nochmals das Wasserstoff-Molekiilion H;

Die Wellenfunktion 1 des Wasserstoff-Molekiilions kann durch Linearkombination zwei-
er reellen Wasserstoff-Grundzustandwellenfunktionen ¢1, ¢o niherungsweise beschrie-
ben werden. Man findet (siehe Vorlesung) eine symmetrische (+) und eine antisymme-
trische (-) Losung ¥+ = N(¢1 + ¢2), die zu den folgenden Energien fithren:

CiD+ e?
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E=E"+ (6)

wobei R = |ﬁb—ﬁa| die Distanz zwischen den Protonen a und b bedeutet. Die Integrale
S, C und D sind wie folgt definiert:

5= / b1(r1) b (r2)dV (7)

C= /¢1(7“1)< < >¢1(7”1)dV, (8)

4 0r2

DE/¢1(T1)< < >¢2(T2)dv- (9)
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ry = |F— Ry ist die Distanz zwischen dem Elektron und Proton 1, ro = |7 — Ry
die Distanz zwischen dem Elektron und Proton 2. 7 ist der Ortsvektor des Elektrons,
av = d°r.

(a) Was ist die physikalische Bedeutung von limpg_, {ﬁ—g} ?

(b) Fiir die antisymmetrische Losung bedeutet der Limes limg .o , dass ¢y — 0 und
(1 -5) — 0. Wie gross ist limp_,o [C' — D]? Wir nehmen jetzt wie im Buch von
Haken und Wolf an, dass limg_.¢ C{:—? einen endlichen Wert hat.

(c) Was folgt jetzt fiir limp .o E?
(d) Wie gross ist limp_.o [C/(1 £ 5)]?
(e) Wie gross ist limp_,oo E7?
Weil limp_, D < 0, kénnte man jetzt vermuten, dass limp_, [E — EO] = 07F fiir ¢4

und dass es deshalb jedenfalls fiir ¢, ein Minimum mit £ — E° < 0 gibt, d.h. einen
gebundenen Zustand. Dies lédsst sich durch explizite Berechnung bestétigen.



